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$C$ : 2 , $J(C)$ : $C$ , $C\subset J(C)$ .
$C$ $J(C)$ torsion points .
- , 1 , $C$ . $J(C)=C$






$A$ , $X$ . $K$
. $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(A)$ $A(K^{a})$ torsion $\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{s}$ ,
$\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(A)\cap X=\cup i=1n(\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(A:)+c)$





$G$ , $X$ . $I\dot{(}$
$\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(G)\cap X=\cup=1n(\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(G:)+c:)$
. , $G$: $G$ , $c:\in G$ . , $n$
effective . ,
$n\leq c\deg(X)^{e}$
$c,$ $e$ . $c,$ $e$ $G$ $G$ 2 good
reductions $p,$ $q$ .
31- ( $\mathrm{o}^{-}\mathrm{n}\mathrm{e}-\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{d}$ Groups)
, 1-
. , 3 .
Fact 1 $G$ 1- .
1. 1- . 1- .
2. 1- . (–\Re , $\cross$ )




1 , , $R$- , $LR\ovalbox{\tt\small REJECT}\{+, 0, \{\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} r\mathrm{C}R\}\}$ ,
( $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $r$ 1 ) .
Example 1
$\mathrm{Z}$- , $(\mathrm{Z}, +, 0, \{f_{n} : n\in \mathrm{Z}\})$ $X$
. $x\equiv k\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n$ , $\exists y(x=f_{n}(y)+k)$
. $X$ $x\equiv k\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n$
. Raynaud
Hrushovski $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(G)$ .
-\Re $R$- , .
Theorem 3
$M$ $R$- . $\psi(\overline{x})$ . p.p-
$\psi^{*}(\overline{x})$ ,
$M\models\psi(\overline{x})rightarrow\psi^{*}(\overline{x})$
. , $\mathrm{p}.\mathrm{p}$- , $x\equiv k\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n$
$L_{R}$ .
, $A$ $A$
, $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(A)$ 1- lf–ff .
. $x$ torsion point .
$\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(A)\ni x\Leftrightarrow\exists n\in \mathrm{N}(nx=0)$




$\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(A)$ , $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(A)$ 1- .
difference fields . ,
$K$ $\sigma$ ffi . ACFA
, $\sigma$






$k_{0}\subset I\acute{(}$ . $K$ $A$
, $A$ $X$ .
$\Gamma$ $A(K)$ . , Stabx $=\{a\in A$ :
$a+X=X\}$ .
1 2 .
1. $X\cap\Gamma$ $X$ \searrow
2. $A$ $B,$ $k_{\mathit{0}}$ $S$ ,





$\Gamma$ . $n$ \in N
. , 1
2 .
$1$ . $arrow\vee$ \emptyset \acute \supset , $\Gamma$ 1- .
0 :differentially closed fields
$\bullet$ :separably closed fields
2. , $k0$ .
Mordell-Lang $\mathrm{a}\mathrm{e}_{l\mathrm{u}}$
1 , Manin-Mumford ,
.






$p$ , $q=p^{n}(n\in\omega)$ $k=\mathrm{G}\mathrm{F}(q)$ $p$ .
$k^{a}$ $f_{\hat{v}}$ .
$\bullet$ $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p}’(A)=$ { $a\in A:\exists n(n,a=0)$ , $n$ $p$ } }
$\bullet$ $\phi_{q}$ : $x-x^{q}$ : $k^{a}$ Frobenius
. Hrushovski
.
Lemma 5.0.9 (Hrushovski p. 104)
$A$ $k$ .
$F(\phi_{q})(a)=0(\forall a\in \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p}’(A))$
$F(T)\in \mathrm{Z}[T]$ . , $F(T)$ 1





, $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}_{-}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}$ fields . ACFA ,





$0arrow Larrow Aarrow\overline{A}$ ( $k$ )
. , $L$ , $\overline{A}$ .
$0arrow \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(L)arrow \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(A)arrow \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(\overline{A})$




. , $F_{1}(\phi_{q})|\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(L)=0$ , $a\in \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(L)$
$F_{1}(\phi_{q})(a)=0$ .
Step 2: 3 .
$[egg1]:A$ . Weil , $F[T]$




$T^{*}=\{(a_{1},a_{2}, \ldots) : a:\in A, l\cdot a_{1}=0, l\cdot a_{1+1}.=a:\}$
, $T^{*}$ $\mathrm{z}_{l}$- , $\dim(T^{*})=2\dim(A)$ .
$\alpha\in$ End(A) $\mathrm{Z}_{l}$-linear map $T^{*}$ . ,
ratinal endmorphism $\alpha$ , $T^{*}$ , Frobenius $\phi_{q}$ $A$
rational end . $F(T)\in \mathrm{Z}[T]$ ,
$F(\phi_{q})$ is 0on $A\Leftrightarrow$ $F(\phi_{q})$ is 0on $T^{*}$
. $P(T)$ $\phi_{q}$ , $\det(T-\phi_{q})$ . $P(\phi_{q})$
$T^{*}$ 0 . , $P(T)\in \mathrm{Z}[T]$
(Weil ).
$\phi_{q}$ $T^{*}\otimes \mathrm{Q}_{l}$ $\mathrm{Q}_{l^{-}}$ , $P(T)$ $\phi_{q}$
.
1 , 1 $\phi_{q}^{N}$ ($N$ )
, $\phi_{q}^{N}(v)=v$ $0\neq v\in T^{*}$ . $\phi_{q}^{N}$ $A$
. $\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}(\phi_{q}^{N})$ . , $A$
$P(\phi_{q})$ 0 .
A. Weil, Courbes algibriques et variiti ab\’elienne
A. Pillay, Fact 2.2, p. 198
: $A$ algebraic torus .
$\mathrm{G}\mathrm{F}(q^{l})$ $g$ : $Aarrow \mathrm{G}_{m}^{n}$ . $\phi_{q}(g)$ : $Aarrow$
$\mathrm{G}_{m}^{n}$ . $\psi=g\mathrm{o}\phi_{q}(g)^{-1}$ , $\psi$ $\mathrm{G}_{m}^{n}$
, $\psi\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{n}(\mathrm{Z})$ .
12
$\psi$ $\phi_{q}$ . , $\psi^{l}=\psi\circ\phi_{q}(\psi)\circ\cdots\circ\psi_{q}^{l-1}=id$ $g$
$\phi_{q}^{l}$ .
$g$ , $(A, \phi_{q})\cong(G_{m}^{n},g\phi_{q}g^{-1})$ .
$g\phi_{q}g^{-1}=\psi 0\phi_{q}$ $(\psi 0\phi_{q})^{l}=(\phi_{q})^{l}=\phi_{q^{l}}$ , $A$ algebraic torus
[ $F[T]=T^{l}-q^{l}$ .
: $A$ unipotent group .
$\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p}’(A)=\emptyset$ $F[T]=1$ .
$p$ 0
, Lemma 509 0
. $A$ $I\acute{\mathrm{t}}$ , , $\wp$
aprime of good reduction .
$L$ $I\mathrm{f}_{p}$ , $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(A)\underline{\mathrm{C}}A(L)$ .
, $k^{a}$ Frobenius $\phi_{q}$ $L$ $\phi$
( :algebraically closed valued fields $\mathrm{Q}$ $\mathrm{E}$ ).
, $L$ $k^{a}$ , $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(A)$ 1 1 .
$F[T]\in \mathrm{Z}[T]$ ,
$F(\phi)(a)=0(\forall a\in \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(A))\Leftrightarrow F(\phi_{q})(a)=0(\forall a\in \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(A_{k}))$
. , Lemma 509 0 .
Lemma 5.0.10.
$\sigma_{0}$
$K^{a}$ . , 1
, $\dim(A)$ $F[T]\in \mathrm{Z}[T]$ , $F$ $\leq(1+$
$q^{1/2}.)^{2\dim(A)}$ ,
$F(\sigma 0)(a)=0(.\forall a\in \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(A))$
.
, $(K^{a}, \sigma 0)\subset(L, \sigma)$ difference field ,
$F(\sigma)(a)=0,$ $(\forall a\in \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(A))$






$(K, \sigma)\models \mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{F}\mathrm{A},$ $E=\mathrm{a}c1_{\sigma}(E)\subseteq Kk\mathrm{L}$ ,




$\mathrm{T}$heorem ( $\mathrm{D}$ ichotomy)
$p$ $E=\mathrm{a}\mathrm{c}1_{\sigma}(E)$
$\mathrm{S}\mathrm{U}$-rank1
$pf(\sigma(x)=x)$ ( $p$ modular, stable, stably embedded, stationary)
,
$pX(\sigma(x)=x)\Leftrightarrow\{\begin{array}{l}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}_{\sigma}(p)=1,t>\vee\supset\mathrm{g}_{l}*_{\backslash \backslash }\Re Nl^{\mathrm{i}}ff\Xi \mathrm{L}T,\not\in \text{ } k\in \mathrm{Z}\text{ }[E(a,\sigma^{k}(a))\cdot.E(a)]\leq N\end{array}$
Proposition 2
If ACFA . $H$ $K$ , $G$ $\mathrm{S}\mathrm{U}(G)<\omega$
$H(K)$ . , $G$ $E=\mathrm{a}\mathrm{c}1_{\sigma}(E)$
, $G[perp] \mathrm{a}11$ fixed fields .
, $X\subseteq H(K)^{m}$
,




$A$ , $V$ , vector subgroup ( $\cong(\mathrm{G}_{a})^{m}$)
. $\mathrm{Y}$ $V(K)$ , $C$ $A(K)$
. , $\mathrm{Y}+C$ spcial .
Theorem 5
(If, $\sigma$) $\models \mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{F}\mathrm{A}$ , $A$ Fix(\sigma ) .
1 $F[\text{ }\in \mathrm{Z}[T]$ , $G=\{g\in A(K\}$ :
$F(\sigma)(g)=0\}$ ,
14
$\mathrm{L}G$ , $G$ special subsets
.
2. $X$ $A$ , $X\cap G$ $A$ special
.
$\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(A)\subseteq G$ , $G$ Porposition 1
, $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p}’(A)$ , $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p}’(A)$ Manin-Mumford
.
6All Torsions
$\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}’p(A)$ $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(A)$ . $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p}’(A)$
$\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(A)$ 3 .
1 :2
Proposition 6.1.1 (Hrushovski, p. 106)





$p\neq l$ $A$ good reduction . $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(A)=\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(A)\oplus \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{l’}(A)$
.
, $\sigma,$ $\tau,$ $F_{p}[T],$ $F_{l}[T]\in \mathrm{Z}[T]$ Lemma 509 . $F_{p}(\sigma)$
$\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(A)$ 0 , $F_{l}(\tau)$ $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{l’}(A)$ 0 .
$A_{p}=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(F_{p}(\sigma)),$ $A_{l}=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(F_{l}(\tau))$ . $\mathcal{F}$ $\sigma,$ $\tau$
.
, $A_{p}^{F}\cross A_{l}^{\mathcal{F}}$ one-based (algebraically modular) (Prop. 452)
. $A_{p}^{\mathcal{F}}+A_{l}^{\mathcal{F}}$ one-based. .
$\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(A)\subseteq A_{p}$ $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}$
$\mathcal{F}$- $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(A)\subseteq A_{p}^{F}$ .
$\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}\iota’(A)\subseteq A_{l}^{\mathcal{F}}$ .
$T\subset A^{F}$ $T$ one based (alg. modular) .
2 :1
$A$ $I\mathrm{t}^{-}$ , $V$ $A$ vector subgroup
, $B=A/V$ .
15
: $G(\sigma’)|\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(A)=0$ $\sigma’$ \in G Qalg/If) $G(T)\in \mathrm{Z}[T]$
reduction map $Aarrow B$ $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(A)$ 1 1 , $G(\sigma’)|\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(B)=0$
. Lemma 509 ,
$\bullet$ $B$ good reductions $p,l$ ,
$\bullet$ $\sigma\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(K(\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(B))/K)\text{ }\tau\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(K(\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p}(B))/K)$




Serre (Collected Papers, $\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{I}\mathrm{V}$ , p. 33-34, p. 56-59)
$L=K(\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(B))\cap I\mathrm{f}(\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p}(B))$ $K$ , $K(\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(B))$
$K(\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p}(B))$ $L$ .
$m=[L : K]$ $\text{ }$ .
$\alpha_{1},$ $\cdots,$ $\alpha_{2d}$ $F_{p}(T)$ , $\beta_{1},$ $\cdots$ , $d$ 6(T) ,
$G(T)=. \cdot\prod_{=1}^{2d}(T-\alpha_{}^{m})(T-\beta_{1}^{m}. )$
.
: $\sigma^{m}$ $\tau^{m}$ $\sigma’\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathrm{Q}^{alg}/L)$ ,
1. $G(\sigma’)|\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(B)=0$ ,
2. $(\mathrm{Q}^{alg}, \sigma’)$ ACFA , $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(G(\sigma’))$











, $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(A)$ $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p}’(A)$ , . $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p}’(A)$
.
7.1 $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p}’(A)$










$\bullet(\mathrm{Q}^{a}, \sigma)\subset(K, \sigma)\models \mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{F}\mathrm{A}$
$\bullet\tilde{S}=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}F(\sigma)$
$S= \{(a0, \ldots, a_{2d})\in A^{2d+1} : \sum_{\dot{l}=0}^{2d}[m_{i}]ai=0\}$
.
$\bullet\sum|m|.|\leq(1+q^{1/2})^{2d}$






$\mathrm{Q}_{p}$ ? , $\mathrm{C}_{p}$ $\mathrm{Q}_{p}$ . 4 ? .
Tate-Voloch $*\mathrm{a}\mathrm{e}$
$G$ $\mathrm{C}_{p}$ , $X$ $G$ .
$N$ ,
$P\in \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(G)$ $(P\not\in X\Rightarrow d_{p}(P,X)>N)$
.
, $P\in \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}(G)$ , $P$ $X$ $X$ $P$
? .
Theorem (Tate and Voloch, 1996)
$G$ , .
$\mathrm{T}$heorem (Hrushovski, 1996)
$G$ $\mathrm{Q}_{p}^{alg}$ , good reduction , $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(G)$
.
Theorem (Scanlon, 1998, 1999)
$G$ $\mathrm{Q}_{p}^{alg}$ , .
T-V . (Hrushovski)
$\bullet$ 1 $F[T]\in \mathrm{Z}[T]$ ,
$\mathrm{C}_{p}$ $\sigma$
$\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(G)\subseteq\{a\in G(\mathrm{Q}_{p}^{alg}) : F(\sigma(a))=0\}$
$\bullet$ $a0,$ $\cdots,$ $a_{n},$ $\cdots\in \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(G),$ $\lim d_{p}(a:,X)=0$ .
18
: $i$ $a_{i}\in X$ .
.
$\{i\in \mathrm{N}:a_{i}\in X\}\not\in \mathcal{U}$ $\mathrm{N}$ non-principal untrafflter $\mathcal{U}$
.
$R=l^{\infty}(\mathrm{C}_{p})$ $\mathrm{C}_{p}$ r . $n$
, $I_{n}=\{r\in R : \{i\in \mathrm{N} : |r(i)|_{p}\leq p^{-n}\}\in \mathcal{U}\}$, , $I=\cap I_{n}$
, $I$ $R$ .
$D=R/I$ , $\mathrm{C}_{p}$ $D$ . $\sigma$ $D$
.
$a^{*}$ : $D$ $(a_{0}, \ldots, a_{n}, \ldots)$ . , $a\in G(D)$ ,
$F(\sigma)(a^{*})=0,$ $a^{*}\in X(D)$ .
$(D, \sigma)\prec(L, \sigma)$ , generic diff. fields I .
$X(L)\cap \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(F(\sigma))\subseteq\cup(c_{i}+B_{i})$ ( ) , $B_{i}$ $G$
, $c_{\dot{l}}+B_{i}\subset X$ .
, $a^{*}\in c+B\subset X,$ $B$ $G$ .
$\pi$ : $G\mapsto G/B$ , $\pi(a_{i})arrow\pi(a^{*})$ .
$i$ $\pi(a_{i})$ , ,
reduction $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{p’}(G/B)$ 1 1 .
, $i$ $\pi(ai)=\pi(a^{*})$ ,




$I\acute{\mathrm{C}}$ : $p>0$ ,
$\bullet$ EndK $(\mathrm{G}_{a})=I\acute{\mathrm{e}}$ G
$\bullet \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{K}(\mathrm{G}_{a})\cong I\iota^{-}[\phi_{p}]$
$\bullet$ $T$ $I\acute{\dot{\mathrm{t}}}$ , $A=\mathrm{F}_{p}[T]$ $I\acute{\mathrm{i}}$ .
Definition
$\varphi$ : $Aarrow \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}K(A)$ ,
$\varphi(T)=\sum_{i=0}^{n}a_{i}\phi_{p}^{i}\Rightarrow a\mathit{0}=t$ $a_{n}=1$












, $p$ difference ffleds $(\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{F}\mathrm{A}_{p})$
.
$\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{F}\mathrm{A}_{p}$ Dichotomy Theorem , Zariski
, Zarisiki .
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